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Вычислительный эксперимент 
В ходе вычислительного эксперимента тестировались 

задачи размерностей (n) равным: 6 (2 задачи), 10 (2 зада-
чи), 15 (2 задачи), 33 (задача с известным оптимумом и 
решением [6]). 

Цели вычислительного эксперимента: 
Путем вычисления задач с известными оптимальными 

решениями убедиться, что реализованный алгоритм рабо-
тает верно; 

Выбрать 3 лучших, с точки зрения затраченного вре-
мени, стратегии ветвления; 

Найти наилучшую, с точки зрения затраченного време-
ни, комбинацию параметров алгоритма (стратегии ветвле-
ния, выбор алгоритма подсчёта нижних оценок) для реше-
ния этого класса задач. 

Стратегия подсчёта нижней оценки для каждого листа 
выбиралась таким образом:  
если у вершины «родителя» соотношение  Верхняя оценка Нижняя оценкаВерхняя оценка ∗ 100% ≤0%  (8) (5%; 10%; 20%; 30%; 50%; 100%), то у всех «наследни-
ков вершины» нижняя оценка считается потоковым алго-
ритмом, иначе –симплекс методом. 

Нижняя оценка начальной вершины всегда считается 
симплекс методом. Ниже представлен фрагмент таблицы с 
результатами вычислительного эксперимента. 

 
Таблица 1.  

Время работы алгоритма в  
зависимости от выбора параметров 

n 0%       5%      10% 

1 00:00,52737 00:00,38436 00:00,71461 

10 00:19,41699 00:14,59107 00:01,82696 

15 10:11,46150 00:26,29119 04:59,88340 

33 03:09,64559 02:49,38984 02:52,20578 

6 00:00,64228 00:00,42618 00:00,58451 

10 00:04,94293 00:00,93811 00:03,26072 

15 16:55,03324 05:42,91886 00:04,47344 

 
В первом столбце приведены размерности тестируемых 

задач. В первом – третьем столбцах приведено время (в 
секундах) работы алгоритма в зависимости от выбранных 
параметров, где первая строка – процент, меньше которого 
должно быть соотношение (8), чтобы нижняя оценка вер-
шины «потомка» считалась потоковым алгоритмом. 

Заключение 
В ходе исследования и вычислительного эксперимента 

было установлено: 
При решении задач с известными оптимальными ре-

шениями [6] вышеизложенным алгоритмом, решения сов-
пали с известными решениями; 

Выбраны 3 лучших, с точки зрения затраченного време-
ни, стратегии ветвления в порядке убывания это: ветвление 
по минимальной нижней оценке, ветвление по минимальной 
верхней оценке, ветвление по гибридной оценке; 

Выявлено, что при выполнении соотношения (8) в диа-
пазоне 5% - 15%, трестировавшиеся задачи  считаются 
наименьшее время. 
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Аннотация 
В работе изучается решёточная гидрофобно-полярная 

модель белка [1], рассматривается пространство конфор-
маций (блужданий) заданной длины. Рассматривается за-
висимость среднего квадрата расстояния между концами 
блужданий и среднего квадрата радиуса инерции от длины, 
а также средние величины, характеризующие процесс 
фолдинга для фиксированной последовательности амино-
кислот.  

Введение 
Гидрофобно-полярная модель белка на квадратной ре-

шётке [1] является простейшей моделью биополимера. 
Протеин представляет собой цепочку длины n — число 
аминокислот. Каждая аминокислота относится к одному из 
двух типов: Н (гидрофобная) или Р (полярная). Конформа-
ция цепочки — это блуждание без самопересечений. Топо-
логическими соседями называется пара мономеров, если 
они являются смежными в пространстве, но не являются 
последовательными в цепочке. Каждый контакт НН между 
топологическими соседями имеет энергию взаимодействия 
ϵ (<0). Каждый топологический контакт РР или НР имеет 
энергию взаимодействия 0. Нативным состоянием называ-
ется состояние, при котором цепочка имеет минимум сво-
бодной энергии.  

Множество всех блужданий и всех конформаций 
Пространство конформаций представляет собой набор 

всех конформаций с точностью до поворота или отраже-
ния. Для генерации уникальных конформаций использова-
лась метрика, описанная в [1].  

Пусть N — число всех уникальных конформаций за-
данной длины n, а A — число всех блужданий этой же 
длины. Тогда между ними следующая зависимость:  = 8( − 1) + 4 

Это связано с тем, что всем уникальным конформаци-
ям, кроме полностью прямой конформации, соответствуют 

mailto:jiangle@dlut.edu.cn
http://www.win.tue.nl/~fspieksma/instancesEJOR.htm
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8 блужданий — 4 поворота и два отражения. У полностью 
прямой конформации нет отражений. Это также подтвер-
ждается численно полным перебором всех блужданий с 
длинами вплоть до 11.  

Рис.1. Линией показана зависимость А=8(N-1)+4,  
точками отмечено  полученное программой число  

всех блужданий заданной длины.   
 

Для цепочки длины n квадрат радиуса инерации опре-
деляется следующим образом [2]:     =   ∑ ‖  −   ‖     , где rc — центр масс цепочки. 
Предполагается, что масса всех мономеров одинакова.  

Для пространства уникальных конформаций и для про-
странства блужданий можно вычислить средний квадрат 
расстояний между концами блуждания и средний квадрат 
радиуса инерции [2], [3]. Численно разница между средним 
квадратом радиуса инерции для всех блужданий и для всех 
уникальных конформаций уменьшается с увеличением n 
—длины цепочки. Аналогично для среднего квадрата рас-
стояния.  

 

 
Рис.2. Средний квадрат радиуса инерции. Сплошной  

линией показаны результаты, полученные при учёте всех 
блужданий, пунктирной — при учёте всех  

 

уникальных конформаций. 
Рис.3. Средний квадрат расстояния между концами 

блуждания. Сплошной линией показаны результаты,  
полученные при учёте всех блужданий, пунктирной —  

при учёте всех уникальных конформаций. 
 
 

Температурные зависимости 
Усреднения по всем блужданиям, приведенные в 

предыдущем разделе, соответствуют пределу бесконечно 
высокой температуры 

При конечной температуре T статистическая сумма 
модели имеет вид [1]:  

  = ∑      ( )    (   ) (  )  , 
 
где m=0..s — число топологических контактов НН, 

g(m) — количество конформаций, у которых число топо-
логических контактов равно m, k — постоянная Больцма-
на, а ϵ (<0)  - энергия взаимодействия между топологиче-
скими соседями НН.  

Средняя компактность  
Величина ρ=(m+u)/x, определённая для данного поли-

мера (для фиксированной конформации и последователь-
ности), называется компактностью, где m - — число топо-
логических контактов НН, u — количество остальных то-
пологических контактов, х -  максимально возможное чис-
ло топологических соседей для длины данной цепочки.  

Тогда средняя компактность по всему набору уникаль-
ных конформаций для данной фиксированной последова-
тельности определяется следующим образом:  

 ⟨ ⟩ = 1       
   

 
   ( , )    ( − ) (  )   

 
где G(m,u) — число конформаций, у которой ровно m 

топологических контактов НН и ровно u остальных топо-
логических контактов. Средняя компактность характеризу-
ет потенциал цепочки  к фолдингу. Последовательности, 
для которых средняя компактность достигает значение 1 
при увеличении модуля  ϵ, будут иметь нативные состоя-
ния, которые будут максимально компактными.  

 
Рис.4. Средняя компактность для нескольких  

последовательностей при изменении температуры 
 
На рисунке 4 показаны изменения средней компактно-

сти от температуры. Из графика  видно, что с увлечением 
температуры средняя компактность уменьшается. Получа-
ется, что  цепочка сворачивается при более низких темпе-
ратурах.  

Средняя энергия находится по следующей формуле: ⟨ ⟩ = 1    
   ( )( − )     ( − ) (  )   

На рисунке 5 показана зависимость средней энергии от 
температуры для рассмотренных раннее   последователь-
ностей. Видно, что средняя энергия последовательности, 
которая имеет максимально компактные нативные струк-
туры, принимает бОльшие значения.  
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Рис.5. Средняя энергия для двух последовательностей  
при изменении температуры 

Теплоемкость находится как второй момент энергии: С =     (⟨  ⟩ − ⟨ ⟩ ) 
На рисунке 6 показана зависимость теплоёмкости от 

температуры для некоторых последовательностей.  

 
Рис.6. Теплоёмкость при изменении температуры для 
некоторых последовательностей последовательностей  
Заключение 
В ходе работы было рассмотрено пространство кон-

формаций, средние физические величины для последова-
тельности и их связь с фолдингом. В работе приведены 
примеры для коротких цепочек, рассматривались последо-
вательности до длины 11.  

Данная работа — всего лишь начало исследования, по-
свящённого моделированию фолдинга белка.  

Работа выполнена в рамках гранта РФФИ 19-07-01117.  
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ВЛИЯНИЕ ФЕРРОНОВ СО СПИНОМ S=3/2 НА 
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ОДНОМЕРНЫХ ЦЕПОЧЕК СО СПИНОМ S=1 

 
Р.Г. Астраханцев, Т.В. Бень 

Национальный исследовательский университет  
«Высшая школа экономики», 

департамент прикладной математики 
МИЭМ НИУ ВШЭ. 

Аннотация 
В работе была изучена зависимость теплоемкости и 

магнитной восприимчивости от параметра взаимодействия 
между двумя ферронами со спинами 3/2. 

Введение 
В кристаллах, содержащих в своей структуре халдей-

новские цепочки с S=1, образуется неупорядоченное ос-
новное состояние со щелью в спектре магнитных возбуж-
дений [1]. Основное состояние таких систем представляет 
собой устойчивую простую валентную связь. Согласно 
модели VBS, каждый из спинов S=1 в цепочке представля-
ется в виде двух квазичастиц с спином S=1/2, связанных 
антиферромагнитным взаимодействием с квазичастицей 
соседнего иона. Если на ионе кислорода образуется дырка 
с эффективным спином S=1/2, то виртуальный обмен дыр-
ками приводит к ферромагнитному взаимодействию между 
двумя ближайшими магнитными ионами, в результате чего 
возникает кластер со спином S = 3/2 — феррон [2]. 

Внесение данной примеси в исследуемую халдейнов-
скую систему приводит к появлению аномалии Шоттки на 
температурной зависимости теплоёмкости [3] (широкого 
максимума), которая смещается в сторону высоких темпе-
ратур с увеличением магнитного поля. Это смещение изо-
тропно, т.е. практически не зависит от направления при-
ложенного магнитного поля. Данная аномалия появляется 
вследствие перераспределения электронов с изменением 
температуры по уровням энергетического спектра. Была 
так же замечена некоторая зависимость величины магнит-
ной восприимчивости от концентрации примесей Ca2+ в 
соединении Y2BaNiO5: при увеличении концентрации в 
области низких температур восприимчивость возрастает, и 
при достаточно большой концентрации уходит в насыще-
ние [4].  

Анализ энергетического спектра двух ферронов 
Гамильтониан для двух взаимодействующих ферронов 

со спинами S1=S2=3/2 имеет следующий вид [4]:   = 2         −          
где J – константа обменного взаимодействия спинов S=3/2, 
второе слагаемое – энергия Зеемана во внешнем магнит-
ном поле H, i – одна из осей x, y, z,     - компонента полного 
спина системы вдоль соответствующей осей. 

Уравнение Шредингера для определения уровней энер-
гии имеет вид:    =    

Для получения энергетических уровней была исполь-
зована среда Wolfram Mathematica. Найдены следующие 
значения: 

 E = 0, E =  −     , E =  , E =  +,    , E = 3 − 2    , E = 3 −     , E = 3 , E = 3 +     , E = 3 + 2    , E  = 6 − 3    , E  = 6 − 2    , E  = 6 −     , E  = 6 ,  E  = 6 +     , E  = 6 + 2    , E  = 6 + 3    , 
где  = 2,    – магнетон Бора,  =2J – расстояние меж-

ду синглетом и триплетом в отсутствии поля. 

Анализ зависимостей магнитной восприимчивости 
и теплоемкости 

Температурная зависимость теплоемкости, которая 
представляет собой аномалию Шоттки, определяется пере-
распределением электронов по расщепленным подуровням 
системы двух взаимодействующих ферронов. Для задан-
ной системы теплоемкость в присутствии магнитного поля 
будет иметь следующий вид: теплоемкость системы опре-
деляется выражением С =     (   ln    ) 

где z = ∑          – статистический вес системы, k – постоян-
ная Больцмана.  

На рис. 1 изображена температурная зависимость 
теплоемкости. Было показано, что при появлении магнит-


