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В работе предлагается описание квантового транспорта в системе из четырех квантовых с учетом ку-
лоновских корреляций и при ненулевых напряжениях смещения. Для этого применено сочетание методов
неравновесных функций Грина и уравнений движения для них. Показано, что анизотропия кинетических
процессов в системе точек приводит к отрицательной дифференциальной проводимости (ОДП). При-
чина этого эффекта заключается во взаимодействии резонансов Фано, индуцированных кулоновскими
корреляциями электронов на разных точках. Обсуждаются различные варианты увеличения отношения
пик/долина, связанного с обнаруженным эффектом ОДП.
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1. Развитие технологий в последние десятилетия
сделало возможным экспериментальное исследова-
ние систем квантовых точек, каждая из которых со-
держит небольшое число электронов [1, 2]. В этих
структурах контроль заселенности каждой точки, а
также взаимодействие между точками осуществля-
ется за счет действия полей электродов затвора. Учи-
тывая относительно долгое время жизни спинового
состояния отдельного электрона, спинового кубита,
в полупроводниковой квантовой точке, эти объекты
выглядят привлекательными с позиций хранения и
обработки квантовой информации [3, 4]. Исследова-
ние комплексов квантовых точек в этом направлении
необходимо для создания масштабируемой архитек-
туры спиновых кубитов [5, 6].

Ключевым фактором, определяющим различные
многоэлектронные эффекты в системах квантовых
точек, является кулоновское взаимодействие элек-
тронов как внутри отдельной точки, так и между
соседними точками. Поскольку электрические по-
ля затворов позволяют эффективно управлять пара-
метрами туннелирования между точками, посадоч-
ными энергиями электронов и величинами кулонов-
ских взаимодействий, системы квантовых точек мо-
гут быть использованы для изучения свойств модели
Хаббарда [7].

На сегодняшний день возможна эксперименталь-
ная реализация структур из трех и четырех то-
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чек различной топологии, когда точки располага-
ются в ряд или в форме многоугольника [8–10].
При этом геометрия расположения точек сказыва-
ется принципиальным образом на свойствах таких
систем. В частности, в рамках модели Хаббарда при
очень больших значениях кулоновского отталкива-
ния электронов в точке, U , было показано, что нали-
чие замкнутых путей для движения электронов де-
лает возможным реализацию ферромагнитного по-
рядка по сценарию Нагаоки [11, 12]. В частности, для
четырехточечной структуры (ЧТС) с тремя элек-
тронами появление основного состояния со спином
S = 3/2 объясняется наличием эффективного калиб-
ровочного поля, приводящего к увеличению энергии
кирального состояния со спином S = 1/2. При рас-
смотрении транспортных задач этот эффект являет-
ся одним из механизмов, инициирующих спиновую
блокаду тока [13]. Переходы между состояниями с
изменением числа электронов на единицу являются
запрещенными, если спин этих состояний отличается
больше, чем на 1/2. Стоит заметить, что явление спи-
новой блокады также демонстрировалось ранее как
для меньшего количества последовательно соединен-
ных точек [14, 15], так и для отдельной многоуровне-
вой точки [16]. Одним из его проявлений в наблюда-
емых характеристиках является выпрямление тока
и отрицательная дифференциальная проводимость
(ОДП). Среди других механизмов подавления тока в
системах квантовых точек можно выделить эффект
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Аронова–Бома [17], использование темных состояний
[18–20] и изоспиновую блокаду [21].

В данной статье мы предлагаем альтернативное
описание эффекта ОДП, наблюдаемого в транспорт-
ных свойствах ЧТС. Исследуемая система изображе-
на на рис. 1. Точки, входящие в устройство, распо-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Четырехточечная структура
между металлическими контактами

ложены в вершинах квадрата. Однозонные левый и
правый металлические контакты связаны с точками
1QD и 4QD соответственно. Таким образом, в цен-
тральной части ЧТС находятся точки 2QD и 3QD,
а также имеются два пути, верхний и нижний, для
электронного транспорта. Электронный ток найден в
результате решения систем уравнений движения для
неравновесных функций Грина. Эффект ОДП, воз-
никающий в случае анизотропной ЧТС, интерпрети-
руется в терминах связанных состояний в контину-
уме (ССК) и взаимодействия резонансов Фано, ко-
торые вызваны кулоновскими корреляциями между
электронами центральных точек, V .

2. Между металлическими контактами ЧТС опи-
сывается гамильтонианом Ĥ = ĤL + ĤR + ĤD + ĤT .
Первые два слагаемых характеризуют газ свобод-
ных фермионов в контактах, Ĥα =

∑
kσ ξkσc

+
αkσcαkσ,

где cαkσ – оператор уничтожения электрона с вол-
новым вектором k, проекцией спина σ и энергией
ξkσ = εkσ − μ, отсчитываемой от химического потен-
циала μ = 0, в контакте α (α = L,R).

Гамильтониан ЧТС имеет вид

ĤQQD =

4∑
σ;j=1

ξjσa
+
jσajσ + U

4∑
j=1

nj↑nj↓ +

+ V
∑
σσ′

n2σn3σ′ +
∑
σ

[
t1
(
a+1σ + a+4σ

)
a2σ +

+ t2
(
a+1σ + a+4σ

)
a3σ + t0a

+
2σa3σ + h.c.

]
, (1)

где ajσ – оператор уничтожения электрона с проек-
цией спина σ и энергией ξjσ = εjσ − μ на уровне
jой точки; t1(2) – параметр перескока в верхнем,

1QD-2QD-4QD (нижнем, 1QD-3QD-4QD) рукаве (см.
рис. 1); t0 – параметр перескока между рукавами; U –
интенсивность кулоновского взаимодействия внутри
каждой точки; V – интенсивность кулоновского вза-
имодействия между электронами, находящимися на
уровнях во второй и третьей точках.
Последнее слагаемое в Ĥ отвечает за взаимодей-

ствие между тремя подсистемами,

ĤT = TL (t)
∑
kσ

c+Lkσa1σ+TR (t)
∑
kσ

c+Rkσa4σ+h.c., (2)

where TL(R) (t) = tL(R)e
∓ ieV

2 t – туннельные матрич-
ные элементы.
Заметим, что зависимость от времени у TL(R) по-

является при рассмотрении неравновесной системы,
когда электрохимические потенциалы контактов, μL

и μR, не равны друг другу, μR − μL = eV [22].
При последующих расчетах тока и кондактанса бу-
дет изучаться симметричный транспортный режим,
tL = tR = t.

3. Оператор электронного тока в стационарном
режиме определяется как 〈I (t, t)〉 ≡ I = e

〈
ṄL

〉
, где

NL =
∑

kσ c
+
LkσcLkσ – оператор числа частиц в левом

контакте. Записывая уравнение движения, получим
(� = 1)

I = ie
∑
kσ

[
T+
L (t)G+−

Lk1σ (t, t)−TL (t)G+−
1Lkσ (t, t)

]
. (3)

В выражении (3) введены неравновесные функции
Грина. Операторы cαkσ, ajσ, входящие в них, упоря-
дочены на контуре Келдыша C [23].
Если рассматривать (2) в качестве оператора вза-

имодействия, то анализ ряда теории возмущений для
функций G+−

Lk1σ и G+−
1Lkσ приводит к следующему вы-

ражению на ток

I = e
∑
σ

∫
C

dτ1

[
Σ+a

Lσ (t− τ1)G
a−
11σ (τ1 − t)−

−G+a
11σ (t− τ1)Σ

a−
Lσ (τ1 − t)

]
, (4)

где введены собственно-энергетические функ-
ции, Σab

Lσ (τ − τ ′) = T+
L (τ)

∑
k g

ab
Lkσ (τ − τ ′)TL (τ ′),

описывающие влияние левого контакта на ЧТС;
gabLkσ (τ − τ ′) – затравочная функция Грина левого
контакта. Функции Грина G11σ (τ − τ ′) удовлетворя-
ют уравнению Дайсона

G11σ (τ − τ ′) = g11σ (τ − τ ′) +

+

∫∫
C

dτ1τ2

[
g11σ(τ − τ1)ΣLσ(τ1 − τ2)G11σ(τ2 − τ ′)+

+ g14σ (τ − τ1)ΣRσ (τ1 − τ2)G41σ (τ2 − τ ′)
]
, (5)
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где gijσ (τ − τ ′) – затравочные функции Грина ЧТС.
При выводе (4) и (5) рассматривался немагнитный
случай, в частности, пренебрегалось спин-флип про-
цессами, 〈aiσa+jσ〉 = 0. После перехода к интегриро-
ванию по реальному временному контуру и последу-
ющего преобразования Фурье имеем

I = iΓ
∑
σ

+∞∫
−∞

dω
[
fL (Ga

11σ −Gr
11σ)−G+−

11σ

]
, (6)

где fL ≡ f
(
ω + eV

2

)
– фермиевская функция рас-

пределения; Γ/2 = ΓL = ΓR = πt2g – параметр,
характеризующий уширение уровней ЧТС за счет
связи с контактом. Плотность состояний контакта в
общем случае зависит от частоты и проекции спи-
на, gσ (ω) =

∑
k δ (ω − ξkσ). Однако в настоящей ра-

боте мы воспользуемся приближением парамагнит-
ных широкозонных металлических контактов, когда
этими зависимостями можно пренебречь и положить
g = const. При выводе (6) фурье-образы собственно-
энергетических функций Σr

ασ = − i
2Γ и Σ+−

ασ = iΓfα.
Чтобы получить окончательное выражение,

описывающее стационарный ток в системе, найдем
функции Грина ЧТС, входящие в (6). Для этого
воспользуемся методом уравнений движения. В силу
определения Gr,+−

iσ,jσ′ (t− t′) общий вид уравнений для
Gr

iσjσ′ (ω) ≡ 〈〈aiσ |a+jσ′ 〉〉r и G+−
iσjσ′ (ω) ≡ 〈〈aiσ |a+jσ′〉〉+−

отличается,

z〈〈aiσ|a+jσ′ 〉〉r =
〈{

aiσ, a+jσ′

}〉
+ 〈〈

[
aiσ, Ĥ

]
|a+jσ′ 〉〉r,

z〈〈aiσ|a+jσ′ 〉〉+− = 〈〈
[
aiσ, Ĥ

]
|a+jσ′ 〉〉+−,

где z = ω + iδ. Кроме того, исходя из диаграммного
разложения смешанной функции Грина, GL(R)kjσ(t−
− t′) =

∫
C

gL(R)kjσ(t− τ)TL(R)(τ)G1(4)jσ(τ − t′), имеем

z〈〈cL(R)kσ |a+jσ〉〉r = grL(R)kσtL(R)〈〈a1(4)σ|a+jσ〉〉r ,
z〈〈cL(R)kσ |a+jσ′〉〉+− =

= tL(R)

(
grL(R)kσ〈〈a1(4)σ|a+jσ〉〉+− +

+ g+−
L(R)kσ〈〈a1(4)σ|a+jσ〉〉a

)
,

где grαkσ = (z − ξkσ)
−1, g+−

αkσ = 2πifαδ (ω − ξkσ). Да-
лее воспользуемся методом расцепления уравнений
движения для немагнитного случая, развитым в ра-
ботах [24–26] и применимым при температурах выше
температуры Кондо [27]. В этом подходе расцепля-
ются уравнения на функции Грина третьего порядка,
например, 〈〈n3σn2σa2σ|a+jσ〉〉r,+−. В результате реше-
ния полученной системы для запаздывающих функ-
ций Грина, находим

Gr
ββ =

CβZβ

Z
, Gr

ββ
=

CβCβx2

Z
, Gr

αα =
CαΔα

Z
, (7)

Gr
αα =

CαCαΔ1

Z
, Gr

βα =
CαCβTβPα

Z
, β (α) =1, 4(2, 3),

где Δα = DαTβTβ − t2 (α)CαS, Δ1 = t0TβTβ +

+ t (α) t (α)S, S = CβTβ + CβTβ, Pα = t (α)Dα +

+ t0t (α)Cα, Z = TβTβx1 − Sx2, Zβ = Tβx1 − Cβx2,
Tβ = Dβ + iΓCβ/2, x1 = ΔαΔα − t20CαCα, x2 =

= t (α)CαPα + t (α)CαPα, t (α) = t1,2. Множите-
ли Cα,β и Dα,β содержат зависимость от чисел за-
полнения, корреляторов и интенсивностей кулонов-
ских взаимодействий в явном виде: Cα = Cα1 + Cα2,
Cα1 = bα4 (bα2bα3 + Ubα3〈nα〉+ 2V bα2〈nα〉), Cα2 =

= UV (bα2 + bα3)
(
2〈nα〉〈nα〉 − 〈a+αaα〉2

)
, Cβ = bβ2 +

+U〈nβ〉,Dα = bα1bα2bα3bα4,Dβ = bβ1bβ2, bα1 = z−ξα,
bα2 = bα1−U , bα3 = bα1−V (1 + 〈nα〉), bα4 = bα3−U .
Отметим, что в формулах (7) для простоты опущены
спиновые индексы, т.к. в немагнитном приближении
〈a+iσajσ〉 = 〈a+iσajσ〉. В свою очередь, решение систе-
мы для функций Грина G+−

ij дает

G+−
ββ(β)

= iΓ

Cβ

(
fβZβG

a
ββ(β)

+ fβCβx2G
a
ββ(β)

)
Z

,

G+−
αα(α)=iΓ

CαPα

(
fβCβTβG

a
βα(α)+fβCβTβG

a
βα(α)

)
Z

,

G+−
βα = iΓ

Cβ

(
fβZβG

a
βα(β)

+ fβCβx2G
a
βα(β)

)
Z

, (8)

где fβ = fL,R, Ga
ij =

(
Gr

ij

)∗, G+−
ij = − (

G+−
ji

)∗. Ис-
ходя из определения функций Грина, корреляторы
и числа заполнения могут быть получены на основе
самосогласованного решения следующих интеграль-
ных уравнений:

〈ni〉 = 2

+∞∫
−∞

dω

2π
G+−

ii , 〈a+i aj〉 = 2

+∞∫
−∞

dω

2π
G+−

ji . (9)

Подставляя полученные функции Грина в (6), нахо-
дим окончательное выражение, описывающее ток в
системе ЧТС,

I = 2eΓ2

+∞∫
−∞

dωGr
14G

a
41 (fL − fR) =

= 2eΓ2

+∞∫
−∞

dω
C2

1C
2
4x

2
2

|Z|2 (fL − fR) . (10)
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Отметим, что множитель 2 в числителях формул (9)
и (10) возникает в результате суммирования по про-
екции спина. В дальнейшем при расчетах все энерге-
тические величины измеряются в единицах Γ. Кроме
того, будет анализироваться режим сильной связи с
контактами, когда Γ = t1. При последующих расче-
тах одноэлектронные боковые точки предполагаются
одинаковыми, ξ1σ = ξ4σ = εD, а для двух централь-
ных точек разность посадочных энергий контроли-
руется параметром Δ, ξ2(3)σ = εD ±Δ.

4. Перейдем к описанию транспорта через ЧТС
в неравновесном режиме. На рис. 2a и b представле-
ны зависимости кондактанса и заселенности точек

Рис. 2. (Цветной онлайн) Влияние напряжения смеще-
ния на зависимости проводимости (a) и чисел запол-
нения (b) от поля затвора для изотропной ЧТС. Па-
раметры: U = 5, V = 1, t1 = t2 = 1, t0 = Δ = 0,
kBT = 0.01

от поля затвора для изотропного случая. Видно,
что резонансы G (εD) слева и справа от диэлектри-
ческой зоны, отвечающей половинному заполнению,

расщепляются по сравнению с равновесным режи-
мом (см. штриховую кривую на рис. 2a). Это объяс-
няется тем, что при eV �= 0 прохождение электро-
нов усиливается, если электронный уровень в ЧТС,
управляемый параметром εD, совпадает с электро-
химическим потенциалом левого или правого кон-
такта, μL,R = μ ∓ eV

2 . Одновременно антирезонан-
сы Фано в проводимости, возникающие за счет куло-
новского взаимодействия между центральными точ-
ками, становятся отличными от нуля. При eV = 0.5

обе диэлектрические зоны, полученные в режиме ли-
нейного отклика [25], сохраняются. Однако дальней-
ший рост напряжения смещения приводит к умень-
шению их ширин (см. сплошную кривую на рис. 2a).
Кроме того, возрастание роли эффектов неравновес-
ности приводит к выходу за пределы применимо-
сти формулы Ландауэра–Бюттикера. В результате,
для некоторых значений поля затвора G > 2G0 при
Γ ∼ U, V . Ступеньки чисел заполнения также рас-
щепляются при eV �= 0, что особенно заметно на при-
мере заселенностей двух внутренних точек, n2,3 (см.
рис. 2b). При этом каждому скачку соответствует ре-
зонанс кондактанса.
Обратимся к анизотропной ситуации, когда t1 �=

�= t2. На рис. 3a представлена модификация зависи-
мости кондактанса от поля затвора в этом режиме
при включении напряжения смещения. Видно, что
учет анизотропии кинетических процессов в ЧТС
приводит к возникновению антирезонансов прово-
димости с отрицательными значениями. На рис. 3b
пунктирной кривой показана вольт-амперная харак-
теристика (ВАХ) в поле затвора εD = −0.82, со-
ответствующем антирезонансу наибольшей амплиту-
ды на рис. 3a. Эта ВАХ имеет четыре участка, где
поведение дифференциальной проводимости суще-
ственно отличается. При энергиях поля исток-сток
|eV | � 0.75 ток практически не растет аналогично
эффекту кулоновской блокады. При 0.75 � |eV | � 1

наблюдается существенный рост, сменяющийся рез-
ким спадом при |eV | ≈ 1 с узкой долиной. При
1 � |eV | � 1.5, также как и на втором участке, ток
нарастает. Отношение пик/долина в данном случае
∼ 1.4. Схожий сценарий наблюдается и при запол-
нении ЧТС, большем половинного (см. штриховую
кривую на рис. 3b). Отношение пик/долина можно
повысить, если дополнительно учесть перескок меж-
ду центральными точками и сделать разными их по-
садочные энергии с помощью системы из несколь-
ких электродов затвора. Отвечающая данному слу-
чаю (t0 �= 0, Δ �= 0) ВАХ изображена сплошной кри-
вой на рис. 3b. В данном случае долина более широ-
кая, а отношение пик/долина ∼ 1.9. При рассмотре-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Особенности транспортных
свойств анизотропной ЧТС. (a) – Зависимость прово-
димости от поля затвора. На вставке: антирезонанс Фа-
но и его расщепление при eV �= 0. (b) – Вольт-амперные
характеристики. Параметры: U = 5, V = 1, t1 = 1,
t2 = 0.1, t0 = Δ = 0, kBT = 0.01

нии Т-образной геометрии ЧТС (t2 = 0) отношение
пик/долина ∼ 2.6. В режиме Γ 	 U, V и тех же со-
отношениях между параметрами перескока t1, t2, t0,
что и на рис. 3, отношение становится∼ 4 (последние
два случая не представлены на рис. 3).

Обнаруженный эффект ОДП связан с особенно-
стями поведения плотности состояний ЧТС в ани-

зотропном режиме, TDOS (ω) = − 1
π

4∑
i=1

Im{Gr
ii (ω)}.

Для начала обратимся к изотропной ситуации.
Соответствующая плотность состояний изобра-
жена на рис. 4a. При отсутствии кулоновских
взаимодействий положения максимумов TDOS (ω)

определяются энергиями собственных состояний

Рис. 4. (Цветной онлайн) (a) – Влияние кулоновских
корреляций на связанные состояния в континууме
(ССК) в плотности состояний изотропной ЧТС. (b) –
Влияние анизотропии кинетических процессов в ЧТС
на ССК. На вставке: пик, связанный с одним из ССК.
Параметры: εD = 0, другие параметры совпадают с ис-
пользованными для рис. 3

гамильтониана HQQD (U = V = 0) (см. пунктирную
кривую на рис. 4a). Если t0 = Δ = 0, то имеются
четыре уровня с энергиями: εD, εD ± 2t1. Как было
показано в работах [28, 29], наличие вырождения
приводит к возникновению ССК. В данном случае
ССК соответствует узкий пик при ω = 0, ширина
которого определяется слагаемым iδ в Gr

ij (ω). В
результате включения кулоновских взаимодействий
внутри каждой точки появляются три новых мак-
симума за счет расщепления одноэлектронных
энергий возбуждения отдельной точки: εD, εD + U

(см. штриховую кривую на рис. 4a). Как следствие,
появляется дополнительное ССК [30]. Учет ку-
лоновских взаимодействий между центральными
точками вызывает дополнительное расщепление
одноэлектронных энергий возбуждения. Таким
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образом, в плотности состояний появляются два
новых максимума и два ССК (см. сплошную кривую
на рис. 4a). Заметим, что полученные максимумы в
плотности состояний являются причиной возникно-
вения резонансов кондактанса в режиме линейного
отклика (см. пунктирную кривую на рис. 2a). В
частности, индуцирование асимметричных пиков
Фано при V �= 0 связано с появлением соответ-
ствующих максимумов в зависимости TDOS (ω)

[25]. В свою очередь, ССК никак не проявляются в
транспортных характеристиках ЧТС.

В анизотропной ситуации время жизни пары
ССК, индуцированных кулоновскими корреляциями
между точками, становится конечным. В результа-
те появляются два узких пика конечной высоты (см.
сплошную кривую на рис. 4b). При этом в кондактан-
се реализуются новые антирезонансы Фано. Один из
них показан на вставке рис. 3a при εD ≈ −6.5 (см.
пунктирную кривую). Ненулевое значение G объяс-
няется влиянием температуры. Как уже было за-
мечено выше, в неравновесном режиме резонансы
кондактанса расщепляются. В этой ситуации рас-
сматриваемый антирезонанс преобразуется в узкие
максимум и минимум, где G > 0 и G < 0 соответ-
ственно, которые находятся на расстоянии примерно
eV (на вставке рис. 3a сплошной кривой показаны ос-
нование узкого максимума и минимум при eV �= 0).
С ростом напряжения смещения минимум смещает-
ся вправо. Одновременно асимметричный пик Фано,
возникающий при V �= 0 в изотропном случае, сдви-
гается влево. Таким образом, усиление ОДП наблю-
дается, когда отмеченные резонансные особенности
Фано находятся вблизи друг друга и взаимодейству-
ют. Описанный сценарий реализуется и при заполне-
нии ЧТС, меньшем половинного.

Заметим, что в работе [31], где по существу рас-
сматривалась система из двух квантовых точек, свя-
занных с контактами параллельно, эффект ОДП воз-
никает за счет кулоновских корреляций именно в
асимметричном контакте, когда неодинаковы в том
числе и параметры туннельной связи точек с отдель-
ным контактом. В нашем случае ОДП имеет место в
режиме симметричной сильной связи ЧТС с контак-
тами. При этом асимметрия кинетических процессов,
приводящая к специфическому перераспределению
заселенностей уровней ЧТС, является свойством са-
мого устройства.

5. В настоящей работе исследовано влияние
неравновесности на квантовый транспорт в системе
из четырех квантовых точек с учетом кулоновских
корреляций. Для нахождения выражения, описы-
вающего электронный ток, применено сочетание

методов неравновесных функций Грина и уравне-
ний движения. В последнем случае для получения
замкнутой системы уравнений на функции Грина
применена схема расцепления, развитая в работах
[24–26] и базирующаяся на приближении Хаббард-I
[32]. Численный анализ плотности состояний пока-
зал, что в системе имеются ССК, индуцированные
кулоновскими взаимодействиями. Учет анизотропии
кинетических процессов в ЧТС приводит к тому,
что время жизни ССК, которые индуцированы
корреляциями между электронами, находящимися
в двух центральных точках, становится конечным.
Возникающий в результате антирезонанс Фано в
зависимости кондактанса от поля затвора смещает-
ся в неравновесном режиме. Взаимодействие этой
особенности с другим асимметричным пиком Фано
приводит к значительному усилению эффекта ОДП.
Продемонстрировано, что соответствующее отноше-
ние пик/долина в ВАХ может быть увеличено за
счет создания ненулевой разности одноэлектронных
энергий двух центральных точек, а также при учете
перескока между этими точками.
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