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Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà



Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà

Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà � ýòî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
c , òàêèõ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0, c , c2 + c , (c2 + c)2 + c , . . .

îãðàíè÷åííà.
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Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà



Ìíîæåñòâî Æþëèà

• Îðáèòà òî÷êè z ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ f : C→ C �
ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z , f (z), f (f (z)), . . . .

• Çàïîëíåííîå ìíîæåñòâî Æþëèà K (pc) ìíîãî÷ëåíà
pc(z) = z2 + c � ìíîæåñòâî òî÷åê z , îðáèòû êîòîðûõ ïðè
äåéñòâèè pc íå óáåãàþò íà áåñêîíå÷íîñòü.

• Ìíîæåñòâî Æþëèà J(pc) ìíîãî÷ëåíà pc � ãðàíèöà
çàïîëíåííîãî ìíîæåñòâà Æþëèà.
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f (z) = z2



f (z) = z2 − 0.2



f (z) = z2 − 0.4



f (z) = z2 − 0.5



f (z) = z2 − 0.73



Ïàðàáîëè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ: f (z) = z2 − 0.75



Áàçèëèêà: f (z) = z2 − 1
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Ëàìèíàöèÿ äëÿ z2 − 1
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Ëàìèíàöèÿ äëÿ z2 − 1



Ëàìèíàöèÿ äëÿ z2 − 1



Ëàìèíàöèè

(Ãåîäåçè÷åñêîé) ëàìèíàöèåé â äèñêå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
õîðä (èëè ãåîäåçè÷åñêèõ â ìåòðèêå Ïóàíêàðå) � òàê
íàçûâàåìûõ ëèñòîâ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• ðàçëè÷íûå ëèñòû íå ïåðåñåêàþòñÿ âíóòðè äèñêà;

• ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèñòîâ � ëèáî ëèñò, ëèáî
òî÷êà.

Çàìûêàíèÿ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ äî îáúåäèíåíèÿ ëèñòîâ â
äèñêå íàçûâàþòñÿ ùåëÿìè. Ùåëè íàçûâàþòñÿ êîíå÷íûìè èëè
áåñêîíå÷íûìè â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷íî
ïåðåñå÷åíèå ùåëè ñ ãðàíèöåé äèñêà.



Êðîëèê: f (z) = z2 − 0.12..+ 0.74..i



Ëàìèíàöèÿ äëÿ êðîëèêà



Ñàìîëåò: f (z) = z2 − 1.75..



Äåíäðèò: f (z) = z2 + i
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Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî



Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðà c äëÿ ñåìåéñòâà z2 + c



Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà

Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà � ýòî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
c , òàêèõ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0, c , c2 + c , (c2 + c)2 + c , . . .

îãðàíè÷åííà. Åñëè c 6∈ M, òî J(pc) = K (pc) ãîìåîìîðôíî
êàíòîðîâó ìíîæåñòâó. Åñëè c ∈ M, òî J(pc) (è K (pc)) ñâÿçíî.
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Êâàäðàòè÷íàÿ ìèíîðíàÿ ëàìèíàöèÿ



Ìèíîðíûå ùåëè äåíäðèòíûõ êâàäðàòè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ïóñòü Pc = z2 + c � äåíäðèòíûé ìíîãî÷ëåí;

Â ëàìèíàöèè äëÿ Pc òî÷êå c ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîóãîëüíèê Gc .
Îí íàçûâàåòñÿ ìèíîðíîé ùåëüþ äëÿ Pc .



Ìèíîðíûå ùåëè äåíäðèòíûõ êâàäðàòè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñëåäóåò èç êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ
Äóàäè, Õàááàðäà è Òåðñòîíà.

Òåîðåìà

Åñëè c , c ′ � äåíäðèòíûå ïàðàìåòðû, òî Gc ∩ Gc ′ = ∅ or
Gc = Gc ′ . Îòîáðàæåíèå c 7→ Gc ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Ìèíîðíûå ùåëè ñîñòàâëÿþò ¾ñîâåðøåííóþ¿ ÷àñòü
êâàäðàòè÷íîé ìèíîðíîé ëàìèíàöèè.
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ßðëûêè êóáè÷åñêèõ äåíäðèòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ðàññìîòðèì êóáè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû f ñ îòìå÷åííûìè
êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè c , d , òî åñòü òðîéêè (f , c , d).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç c∗ åäèíñòâåííóþ òî÷êó òàêóþ ÷òî
f (c∗) = f (c) è c∗ 6= c ïðè óñëîâèè c 6= d . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f
äåíäðèòíûé. Òîãäà â ëàìèíàöèè äëÿ ìíîãî÷ëåíà f òî÷êàì c∗ è
f (d) ñîîòâåòñòâóþò êîíå÷íûå ùåëè/ëèñòû Gc∗ è Gf (d).

Ïðîèçâåäåíèå Gc∗ × Gf (d) íàçûâàåòñÿ ÿðëûêîì îòîáðàæåíèÿ f .



Êóáè÷åñêàÿ ìèíîðíàÿ ëàìèíàöèÿ

Òåîðåìà (A. Blokh, L. Oversteegen, R. Ptacek, V.T.)

ßðëûêè äåíäðèòíûõ êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ëèáî íå
ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Îíè çàâèñÿò îò ìíîãî÷ëåíà
ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è îáðàçóþò ëàìèíàöèþ â áèäèñêå.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòîâ Äóàäè, Õàááàðäà è Òåðñòîíà íà êóáè÷åñêèé ñëó÷àé.


